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1.まえがさ ･

筆者等は,先にトランザクション消滅のあるシステム草
体をバーチャルパイプラインと見なして解析する事によ

り,ある条件のもとでは定常分布が存在するとの結果を＼
得た(8)-(ll)Oトランザクション消滅と昼,入力されたトラ

ンザクションが期待される出力の以前に,系外に出力さ
れる事を言う｡ トランザクショ､ン消滅のあるシステムの

具体例としでは,例えばテレフォンショッピングにおい

て通販会社に商品購入の電話をかけた際,話中状態で顧

客が商品購入を諦める場合,あるいは,ネッートワーク系

の C/S型システムで,複数のクライアントから出され
たトランザクションが基幹LAN上で衝突する事によりト

ランザクションが消滅する場合が考えられる｡

一般に,ファイナシス理論は資産評価のための理論で

あり,その中にポートフォリオ(12_),(13)という資産配分の理

論がある｡筆者等は,このポートフォリオの考え方を待

ち行列系の最適制御問題に適用する事を目的とし,図.1

で待ち行列容量及びシステム財の上限に制限を加えた制

御システムを考えJる.この時 "システム財(鞘 alth)"と

は,ファイナンスで言う資産であり,システムに収益を

もたらす源泉であり,本システムを構成する設備と各入

出力設備におけるトランザクションから派生する収益の

蓄痕である｡また,"収益但evenue)"とは,本シス≠ム

から出力されるトラシザクション量から派生するシステ

ム財である｡即ち,,本研究で考察する最適問題は,例え

ば C/S型ネットワークシステムのクライアント側の収
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益率に応じて投資の配分を決定する事等が考えられる｡

それ故,本理論の通用としては C/S型ネットワークシ

ステムの中でパイプライン全体の収益の最大化とシステ

ム全体の資産(システム財)の入力設備への適切な配分問題
に適用可能である｡

さらに,本研究では,ある期間毎のシステム財の評価

を行う事により,システム最適化条件を提象している｡

に立っている｡また,システム財の評価関数としてマル

コフ性をもつジャンププロセスとして表現し+かつ前述

の前提により上方向ジャ､ンプのみを考慮して解析してい

る｡つまり,システム財は常に増大するという考え方が

基本になっている｡

′また,制御対象としては,収益を考えている｡この時,

対象システムのモデル化手法としては,確率過程におけ

る計数過程(1),(4)･(7)を用いている｡さらに,最適制御問題に

対して,計数過程を用いたモデル化とダイナミックプロ

グラミングによる解析が報告されている(1)｡一万,､製造

業における在庫管理の最適化問題として,計数過程を用

いて最適解を求めたものがある(2)｡しかし,ファイナン

ス理論(12),(13)の考え方を待ち行列系に適用した研究は,比

設備から供給されるトランザクションを Stock(仕入れ品)

と考え,これらは,バーチャルパイプラインを通じてシ
ステムに蓄積される(8)～(ll)｡本研究でも,このバーチャル

パイプラインをーこ対して,"バ丁チャルキュー"(ll)という新
しい考え方を導入している. ここでは,バーチゼルパイ
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プライン上で発生するトランザクション消滅を,本シス

テ声での損失GJOSSCost)と考える｡さらに損失の中には,

㌢ステムを維持するための損失も含める事にし,ある閣
(periodicalTime)"登位やシステム評価を行っそいる｡
ここで "期"とは,ある時間的幅を持った期間を言う｡

収益は,システム財に比例する事になる｡収益が伸びれ

ば†得られた収益をシステム財に投資出来るからである｡

一方,このシステムが保有する任意の期におけるシステ

ム財は,各入力設備に対して,ある配分率で投資される｡

この時,配分率は次期のシステム財が,最大となる様に

決定される｡ 本システムの評価関数は,システムにおけ

るある期のシステム財の最大化として表されている｡さ

らにファイナ>lス理論のポートフォリオを活用する事に
よりシステム評価を行っている｡

最後に,本研究では,消滅トランザクションを,システ

ム上で出力構造を持つ独立した計数過程モデルとして定

義している｡

2･対象､システム及び解析モデルについてL

<2･1>対象システム及び最適条件について

図 1.各入力設備から出力までのトラ

ンザクション流通概念図

Fig.1Theconceptofvirtualqueue

'fromInputstoOutput

いま,図 1.は,(卜うンザクション消滅のある待ち行列

系で,バ⊥チャルキューに容量制限があるシステムであ

る｡また,哩 )は,カスタマー要求に対するトランザク
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ション供給である｡ ここで,N個ある入力設備の中で,

i番目の設備に対して,そこから発信されるトランザク

シャ の計数率 (Ai(i,,t燕 表すoこ?時,シス
テムに入力される下ランザクションは,-システム内に蓄

積される｡この蓄積されたトランザクションを待ち行列

と呼び,曙刻t(20)におけるその個数をQ(t)とする｡こ

こで個数Q(t)6こは,上限が季るものとするo

いま,(1)式は∴図1.の計数過程モデル式である(ll)a

A
Q(t)=Q(o)+A(i)-(C(i)-D(t)) (1)

ノヽ
ここで,A(i),C(t),D(i),Q(i)闇ボテソン過程とするO

ノヽ
また,A(i),C(i),.D(t)は,それぞれ独立した確率過程と

する｡さらに∴Q(0)は初期値であ考｡

この時,Ⅳ個の入力設備から入力されるトランザクショ

ンの点過程を
^ ^^^

･(Tq)-iTl,T2,T,,･･:I-)∈卜 (2ト

′＼
とすると,入力､トランザクションA(t)の計数過程は,吹

の様に表される｡

A(t)-芸1{fqst}, q-･1,2,･- (3'

また,カスタマからの需要要求に対するシステム供給出

力トランザクションの点過程を 一

∫iT,圭iT:,T2*,T3*,-- --)∈T*L (4)

とすると,出力される､トランザクションの計数過程は,

D(t)-∑1{T:si,, r-1,2,- (5)r≧1
と表される｡次に,消滅トランザクションの点過程を

IC,)=iCl,C2,C3,･･--)∈C (6)~

とすると,消滅トランザクションの計数過程は

C(t)-∑ 1(C,<tl, r-1,2,.I; (7)
r≧1

と表されるoここで,上記指示関数1(.)は,集今il上で

1,それ以外では0の値をとる指示関数である｡次に,収

益について記述するにあキり,ノ収益lW )の存在する確率

空間を定義する｡

今パO,Fy網 測空間であり,描 ,[0,-)として瞳



間区間を定義する｡又,.確率空間は(Ztjt,p).t∈Iと表

さ読∴p叫ftF)i=おける確率測壷∴(Ft)Ei増大†る

6-集合毎 族セぁ虹,′(zt)は(Ft)6こ適合するランダム

変数の族である｡ ′

今,図1全体における任意め甥 におけるシステム財＼

をW(i)と表すと,各入力設備に対してt期に

∧r

ki(i)W(t~),∀∑ki(i)I-1
l=1

(8)

の様に投資されるoこの時,ki(t),i-1,2,･･･,Nを各入力琴

備に対する投資配分率と呼ぶ｡

ここで,(1)式で定義した本システムの計数過程モデル

-と収益/システム財の関係について述べる.今,本シス
＼

テムにおけるシステム財W(i)は,次式の様に表される｡

<
W(t)千alD(i)-(a2A(t)-a3C(t)-a4Q(i))(9)

但 し,al,･････,a4モ0であり,各系の単位係数を表す｡こ

ノヽ
の時, D(t)≧0,A(t)->0,C(t)≧0,Q(t)_>0で あ り,

EiZ

在庫高を意味する｡

次に,(1)式で表現される計数過程に対して,単位時間当

たりに供給されるトランザクション数に応じた収益を

拷 (iL)),i=1,2,-,N と表す｡ここで,現在の過程

i雪(i))は,直前の過程(雪(t-))にのみ依存している｡つ

ま再 (t-)-幣Pi(S)である｡

また,tは, t∈[O,て]の間での連続した値をとる｡さら

に,Tは,期末での時刻を表すここの時,任意の期全体

での収益を(13(i))とすると,任意の期全体でゐ収益は,

Pi(i)芋Pi(t~)+'Tli(t)Pi(i-)

-13･(t~)(1+･ni(t)),∀ ･nt(t)≧.-1

と表現出来るoこの埠,qi(t)は,n(dTli,t)な考分布関

数を持つランダム変数とする｡ さらに,周 御変数を

ipz.(i),t≧0)とすると,ジャンププロセスの確率過程
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JpT(dTl"dt)]ま,以下の様に定義出来るoJpT(dTl"dt)
ゝ

′＼
=ii(dTli,t,kl(t),W(i-))pt(i)dt

′＼

ここで,n(dTTi,S),Pl(S),kl(S)に関して

ノヽ ･ヽ
a(dTli,S,kl(i))=露(dTli,i,kl(t),W(t-))

pl(i)=Pl(i,W(i-))

/ヽ /～
kt(i)=kz(t,W(tL))

(ll)

と仮定する｡但し,A(･)は,(･)内の変数に対する分布

関数である｡

如ち,(12)㍗(14)式によれば現在のシステム財W(i)は,

過去の直前のシステム財W(t-I)にのみ依存する｡それ故,

(ll)-(14)式は.,マルコフ過程に従う事を意味している｡

このように定義すると確率過程(W(t),JpTIEまマルコフ過

程 とな る事を意 味 している(4)｡ この時,上述 の

qi(t),W(i)はqi(t)∈Ztであり,W(t)∈Ftである.

又,入力設備から供給されるトランザクションの収益車

は

d雪(t)/13(tl (15)

と表せる｡ それ故,この様な収益の変化に対応して各入

力設備における収益も変化する｡これにより,システム

財の変化分は

N
dW(t)-∑Fi(t)W(ii=l

f 〟

-∑k̂i(i)W(t~)dPt(i)
i=1

(16)

､

と表せる｡ここで,棉 )は,(8)式で衰義されている｡ ま

た,W(t-)はある期の直前の入力設備全体への トランザ

クション数(､システム財)で卒るodj3･(t)は,期隼おける収

益の変化分を表すL.但し,ki(i)′-ki(i)/I:I(i-)である｡

′ヽ

ここで､,N個の収益レー ト〈pi(t),t≧0_),i-1,2,-,N

の拘束条件を次の様に決める｡L
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0≦pi(i)≦Ai(W(t)) (17)

ここで,(Li(W(i));t≧0)は,非負の値であり,待ち行

列容量甲帯暇 に伴う上限値である｡この時,制勧変数と

してpi(i)を考えると,′この制御変数のもとで次式を最大

にする事が本システムの目的である｡

Exfe~rtdW(t) (18)

ごこで,Exは条件付期待値である｡r('0)はディスカ

ウントファクターである｡(17)式の拘束条件の下で,.(18)

式に(16)式を代入すると次式を得る｡

ExI.we-rtfk̂i(チ)W(t-h (i) (19)QfiJ
さらに,ブァイナンス制御問題における評価関数は;

次式のように定義出来る｡[付録参圃

vB(x)-ExEe-n皇轟 )W(i-)糎 (t))dt(20'i=1

但し,(20)式は,制御変数である収益レート

(pi(i),i≡Olが,(17)式の拘束条件のもとで,最適上限

値iL?(W(t)))をとる｡一これは,待ち行列Q(i)∈[0,B]Sこ

おける待ち行列上限値Bの存在を前提とすれば, システ

ム全体の収益を最大にするには,収益の最適上限値を取

れば良い事になる｡

<2.2>切り替え制御とその評価関数について

いま,制御変数〈pi(t))の拘束条件をQ(i)の拘束のもと

で,非負の整数B(待ち行列数q)最大値)に関して

pi(t,-(LGrl笠)お(t,if,㍗ .中 ノ(21)

の様に表すo(21)式の制御変数〈pi(i)笹 待ち行列の最 ＼

適上限値Bにより決定される切り替え制御である｡また

切り替え制御ipi(i),i≧0)は,(17)式より最適上限値と

して下記の値を取る｡

pi(t)=鰐(W(t)) (22)

即ち,(21)式は,切り替え制御†pi(t),t≧0)のもとで,

収益は,待ち行列上限値Bを超過すると,そのレートは
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0になる｡

[命題】

いま,評価関数vB(x)a 切り替え制御のもとで次の

差分方程式を満足する｡
〟

[∑k̂i(x)W(x-)拷(x). yB(x)
i=1

Ⅳー

-㌔,∑k'i(x)W(x-)鍔(x)[1+VB(x.1)】i=1

rJ
N

∑k̂i(x)W(x-)Lf(x)
l

(23)

但し,x=0,1,2,･･･である｡

血 明】

今,切り替え制御(pi(i),t≧LO)のもとで,(20)式の牢

価関数の期待値は,､以下のようになる｡

T(y)-infit≧0,W(i)≠W(0)V(o)-xIは,y≠xであ

草最初の状態y=W(i)に到達する時刻である｡この時

〟

T(y)は,レ-′ト(∑ k̂i(x)W(x-)鍔(x)fi持っ指数分布
i=1

に従うものと仮定できる.この時,T(y)はマルコフスト

ッピングタイムと呼ばれる｡ さらに,参考文献(6)より次
式を得る｡

V7(x)-ExI.T ỳ'皇k̂i(t)W(i-V h?(W(t))dti=1
〟

･Exl∑k̂i(t)W(t~セ~rT(y)vw(T(y)))]
白iiil

(24)~

ここで,(24)式の第一項の期待値は

N∑k̂i(x)W(x-)･鰐(x)三E(1-e-,T(y,)

(25)

.〟

∑k;(x)W(xL)A?(x)Ir
i

となり,(24)式第二藤ま上述r(y)の性質を利用する事に

より次式を得る｡



〟

∑k̂i(x)W(XIE(e-'T(y').･r=il
EiExlVB(T(y))V(T(y))]l

〟

∑k'i(X)W(x-)hS(x)i=1〟
∑k̂i(x)W(x-)A?(x)'r
z'=1

lvB(x+1)]

(26)

(25),(26)式を(24)式に右辺に代入すれば,I(23)式が得ら
れる｡

【証明終わり】

<2.3>最適轟件

いま,与え られた制御変数 であ る収益 レー ト

ipi(i),t≧0)に関して,'時刻tG=関する制御を考える｡

この時,制御変数(pi(i),t≧0才は,期の中では(21)式の

様な切り替え制御となる｡よって,評価関数は次式で与

えられる(6)0

榊 )--ExI.te-rsik̂i(S)W(S-)pi(SPsi=1

+Exle-"vB(W(i))]

(27)

ここで,Exle~〝vB(W(i))]を求めるために次の積分を考

Jote-,sik̂i(S)r(S-W B(W(S))i=1
N

-e~'i∑k̂i(t)W(i-)VBw(i))w Bow(o))_(28)
i=1

+Plote-rsvB(W(千))ds

但し,VB(W(o))は積分初期値を意味する｡′

両辺に期待値を取る､と,(28)式は次式になる｡

ExLote-,sik̂i(S)W(S-w Bw-(S))
i=1
〟

-Exle~rt∑F̂i(t)W,(t--)VB(W(t))トVB(x｡)(29)
i=1

･E,lrloteiSvB(W(S))ds]

但し,初期値x=W(0)とする｡

ここで,(6)式においてシステム財W(t)の条件として
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W(t)>0とおく事によりジャンププロセス†町(t),t≧0)

は,上方向だけのジャンプを考えれば良い｡よって,吹

式を得る｡

ExI.ie-'SプアB(W,(S))

±ExlJ.ie-rs,pt(S)AvBw(S)+1)Ps

(30)

但 し,AVB(W(S)+1)-VB(W(S)+1)-VBw(S))であ

る-.

(29)と(30)式により次式を得る｡

Ex[e~〃vBw(t)]

-vB(x)･ExlI.te-Ts皇k'l(S)W (S-)pl(S)l=11

･AレBw(S)･1)ds]-ExlI.ire-rsJ B(W(S))ds]

(31)

ここで, (23)式より次式を得る｡

rvB(W(t)) ･
〟

-∑k̂l(i)W(t｣滞W(i))[1+yB(W(t)+1)](3′2)
l=1
N

-∑ki(t)W(tI)拷(W(i))VB(W(t))
l=1

よって､期中の評価関数(27)式に(31)式を代入すれば次式
を得る｡

v L(x)-VB (x)･ExI.t圭 k̂l(S)W (S -)pt(sV s
t=1

十ExI.t圭k̂l(S)W(S-)pl(S)AVB(W(S)'1)dsl=1

IExlIotre-"vB(W(t))]

(3√3)

(33)式右辺第四項に(32)式を代入すれば次式を得る｡

V.pE(x)-vB(x)IErI.i蓋k̂t(S)W(S-)pl(sVsl=1
･ExL蓋k̂l(S)W(S-)pl(S)AVB(W(S).lpsl=1

-ExlIote-,S圭k̂l(S)W(S-)糊 (S))l=1

x(1+VB(W(S)+1)

一堂k-i(S)W(S-)珊 (S))vBw(S))ds] ､
l=1

T･tEEJapan,VoL120-C,No.4,2000



ファイナンス論的待ち行列系最適制御

(34)

(35)

(34)式を整理すれば次式を得る｡

･vtpf(x)-VB(x)･Exlot圭k̂i(S)k(S-)i=1

×pi(S)(1+AV号､(W(S)+1))ds

-Exll.ie-,S皇 k̂i1(S)W(S-)A?(W(S))i=1

x(1+AVB(W(S)+1))ds]

vip;(x)-vB(x)･Exl.t皇k̂i(S)W(S-)tL=1

×(pi(S)T樗(W(S)))(1+△VB(W(S)+1))ds

(36)

これより,tう ∞においてVtP王(x)≦VB(x)となる条件は,

0≦pi(i)≦Aデ(W(t))かつkl(S)≧0｡即ち,(27)式の澗
一
中の最適問題においては,この様な評価関数を最大にす

る制御変数は

o≦pi(t)≦lf(W(t)),∀ki(t)≧0(37)

の形で求まる｡

L3･jむすぴ .

本研究は,ファイナンス理論におけるポートフォリオ

の考え方を活用することにより∴(19)式の様な収益最大
問題における最適解が存在する条件を求める事が出来た｡

この時,制御変数としそ収益率を選んだ事の意味は,シ

ステム維持･管理の評価として待ち行列系に対応するシ

ステムにどれだけ収益をもたらすかが,企業にとって見

れば最終的な評価に繋がるからである｡さらに,最過問

一題を考慮する上で,本研究で取り扱っている様なシステ

ムのパイプライン容量を拘束条件として認識しておけば

良い事になる｡ また本研究の中で,もし最適な投資配分

係琴頼 )が存在するものとすれば(36)式において,

棉 )<0である時は,(37)式のような最適解は存在し､な
)

い事になるが,

N

頼 )の条件は,∑頼 )-1であるから頼 )<0はこ
ちiiil

の条件を満足している｡この事は,収益率の悪いかつ分

散の大きな設備(ルート)が存在する場合,このような

ki(t)が選択される場合もある｡.しかし,この事は厳密に

は,ファイナンス理論における平均･分散モデルを活用
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しないと言及出来ない｡それ故,少なくとも,本システ

ムでは,ki(i)<0の場合にはその設備(ルート)に対して＼

は入力をさせない事になる｡ファイナンスには;､投資配

分率が ｢負｣という値を取り得るが,本システムでは,

投資配分率が ｢負｣一､という値を取り得ない｡この点が,

ファイナンスと待ち行列系との違いである｡

それ故,.このような設備ルート(投資配分率が負と計算

される様葦設備掴 ,収益を大きく〈pi(t)>′AデW(i)))し,

かつその分散を小さくする事がなければ,システム財全

体の最大化の要素から外される事になる｡

(平成11年05月24日受札 平成11年11月08.日再受付)

[付録]

Exfe-rtik̂l(t)W(t-VP(i) (A)l=1T

に対して,収益率(13(t))のレートを(pl(t))と表すと

e~rtの様な右連続な関数に対して

Exl.we-"ik̂l(i)W(t-VP(i)l=1

-ErFe-rtik̂l(t)W(i-)柵 (i))dt (B)l-=1

が定義できる(13)0

それ故,但)式を用いれば(20)式が得られる｡
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